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1 .はじめに
1.1 石鹸膜形態解析に関する既往の研究
石15剣院曲面は，任意の閉曲線境界に対して，最
小の表面積を与え，かつ，曲面全体に亘って等張
力の条件を満足する.石鹸Jl英研究の控史は古く，
20世紀初頭にプランドルが等張力曲面に関する微
分方程式を示して以降，実験的，解析的アプロ
チが多くなされてきた.20世紀後土!とになり，高強
度膜材料の開発と高性能計算機の登場を背景とし
て多くの膜構造物が建造され，その原型曲面には
芯鹸膜曲面が用いられるようになった.そのため，
この時期には有限要素法を始めとする数値計算手
法によるお鹸膜曲面(=等張力曲而)の研究lト 5)
が精力的に行われ，現在では，恒久大空間構造と
して現実的な範囲の低ライズ曲聞に関しては，
い精度の等張力曲面を得ることができるように
なったと考えられる. しかしながら，近年では内
部空気圧で膜顕を支持する空気膜を恒久大型膜構
造として用いることが少なくなったため，石鹸膜
曲面を力学的観点から捉える形態解析の立場から
の研究はあまり行われなくなった感がある.
ここで膜構造物の定義を，繊維膜を材料とする
屋根構造だけでなく，広い意味で「張力のみに抵
抗する膜状の部材で構成された構造系jと考える
ことにすれば，これまでにも水中構造や地中構造
としての用途に多くの建設事例を見ることができ
る.しかし，これらを対象とした形態解析の例は
非常に少なく， Ishii8)による海中オイルタンクの
解析や，萩原ら9)によるラパ…ダム(ゴム堰)の
解析などを挙げることができる程度である.さら
には，何れの研究も軸対称問題や二次元問題に限
定されており，複雑な境界形状の場合への対応や
位置依存荷量となる荷量条件に関する任意性と
いった点で十分なものではない.
1.2 本研究の目的
らはこれまでに，非常にロバスト性の高い
幾何学的非線形解析理論である接線剛性法のアル
ゴリズムに，膜張力一定の三角形石鹸膜要素を適
用することにより，石鹸膜曲関の形態解析を試み
てきたω-12) 文献l!)では，お鹸膜形態解析におい
て任意の一節点に強制変位を与えることを可能と
する増分反復手法であるサイマルコントロール法
を提案し，これを用いて内部空気圧荷重下で膨張
した非常に大きな内包体積を持つ石鹸膜曲面の形
態解析を行っている.また，この大容積領域での
石鹸膜の挙動には，いわゆるエラスティカにおけ
る弾性盤崩後の挙動と同様な不安定さがあること
が確認され，条件によっては分岐解が存在するこ
とも示された.さらに，文献ωでは，内部空気圧
を想定した市外方向等分布帯重だけではなく，水
などの位鷺依存型荷重に対しでも等強力条件を
満たす石験膜曲面が存在することが明らかとなっ
た.このように，本手法によれば，高い収束性の
もとに，力の釣合を完全に満足する石鹸膜曲面を
得ることができ，かつ，様々な帯霊条件，境界条
件に適応することが可能となる.
本論文においては，これまで著者らが用いてき
た f内庄平均化Jの考え方に基づくサイマルコン
トロール法に新たな考察を加え，石鹸膜本来の物
理的性震である「表問張力一定Jの条件に着目す
ることにより，膜張力平均化の考え方によるサイ
マルコントロール法の提案を行う.さらに，数値
計算例として，たとえば低平地河川における利用
を前提とした軽量フレキシブルダムを想定した水
底荷重下の石鹸膜曲商解析を実施した.これによ
り，たとえば，内音防ミら水圧を受ける石鹸膜曲面
が非常に大きな容積を持つ領域まで膨張していく
j品干主をシミュレートすることカf可能となるなど，
石鹸膜釣合曲面を水中膜構造物の形状決定に利用
するための基礎的な知見を得ることができた.ま
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た，荷主主条件(空気庄や水庄，土庄等)と境界条
件およびコントロールポイントの座標値を入力条
件して，曲面形状と単位1I高膜張力が解として出力
されるため，実膜構造物設計のための原型曲面と
初期張力が同時に得られるという合理性も実現す
る.
2.本論文で用いる形態解析手法の概要
2. 1 三角形膜要素の接線開性方程式と接線幾
f可剛性
いま，要素端節点に離散化された互いに独立な
要素端力の組み合わせを要素端カベクトルを S
とし，これと三次元空間に固定された基準座標系
で表示される外力としての節点力ベクトルUと
の開の平-衡条件マトリックスを Jとすれば，これ
らの問の釣合関係は，
U=JS 
?? ??
と表示できる.よってこの変分をとると，以下の
ように張線剛性方程式を得ることになる.
oU=JoS+oJS=(Ko-トKo)ou (2) 
ここで， Koは要素座標系内における要素挙動に
起因する剛性であり， Koは要素の剛体変位に起
因する接線幾何剛性である.また Uは基準産標
系表示された節点変位ベクトルである.これによ
り，接線開性法では，要素剛体変位に起因する幾
何学的非線形成分を平衡条件の非線形性として厳
密に評価することができる.
したがって，本手法による幾何学的非線形解析
では，材料剛性を全く持たないお鹸膜要素を用い
る場合も，実膜要素(材料開Ij性あり)を用いる場
合と共通の幾何|耐性マトリックスを使用すること
ができる.三角形膜要素に対して，毘… 1のよう
な辺に沿う方向の力の組み合わせを要素端力ベク
トルとして採用した場合，式(2)における接線幾何
剛性Koは，三角形トラスブロックの場合と同じ
になり，次式のように表示できる.ここで eは
3X3の単位マトリックス， α2は辺iの方向余弦
ベクトルである.
I k02十k03 -kG3 -kω| 
Ko= I -k03 k03十kGl -kGl 
-k02 -kGl k01十k02
(3) 
kOi=守(e-aial)(i =山) (4) 
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図 1 三角形際空さヨミとJ互に沿う要素端カ
2.2 荷鹸膜要素の要葉端カベクトル
石鹸膜要素のような実剛性を持たない要素を用
いて形態解析を行う場合，要素ポテンシャルp
を定義し，これを嬰素寸法で l階微分したものを
要素力式として用いるのが便利である.いま，コ
角形要素の稲積を A，単位l幅膜張力を σt(=一
定)として，要素ポテンシャルが面積Aに比例
するものと定義すれば，
p=σtA (5) 
のようになる.この要素ポテンシャルは，実剛性
を持つ要素の場合におけるひずみこにネルギーに相
当するものであり，石鹸膜曲面の表面積が極小値
をとることと，要素ポテンシャルの停留点が釣合
位置を与えることは等価であると考えればよい.
前述のように，要素端力を辺に沿う方向の力と定
義すれば，幾何剛性の取り扱いが容易になるので，
図 1に示したように，独立な要素す法の組を三
角形要素の三つの辺長とした場合，要素端力は，
Nl = ~~ = dt I 1口一一 σ
皐 a11
N23P 12 (l} + 112 -1l) 2 ヱヱ一一一口 σt~ 孟 ムゐ a1z
(6) 
(7) 
aP ，1 N:l=一一=σt
3い~ (8) 
al:J 
のように要素ポテンシャルを各辺長で微分するこ
とによって得られ，要素端カベクトルは次のよう
になる.
S=[Nl Nz NdT (9) 
以上により，接線開1性法による五鹸膜形態解析
においては，一定空気圧や静水庄などの，与えら
れた荷重条件より計算された節点外力ベクトルを
式(2)に代入し，以降，式(2)→式(6)~(8)→式(1)→式
(2)のような NewtonRaphson 法と等価な反複過程
により，不平衡力がOに収束すれば，完全な釣合
形状を得ることになる.
なお，本論文においても文献l川こおける考察に
??????????
j点における要素端カの
合力 U Si (= atVS1) 
節点jfこ作用する法線
方向力 USi 
図-2 節点 tに燃がる要索とi'1;線Ji向カ
倣い，石鹸膜要素の要素力剛性Koは接練幾何fiIlJU
性 KGに比べて非常に小さいものと考え，式(2)に
Ko= 0を代入して計算を行っている.また，向様
に文献I川こ倣い 1節点 l自由度系への低次元化
処理を施しており，常に曲面の法線方向に節点が
移動するように設定している.
2. 3 内圧平均化サイマルコント口一ル法
内圧平均化の考え方によるサイマルコントロー
ルj去については，文献1))あるいは文献ωで詳しく
述べられているが，本論文で提案する「膜張力平
均化サイマルコントロール法Jとの違いを明確に
するため，以下にその概要について述べることに
する.
力学的なアプローチによって石鹸膜曲面を求め
ようとするときには，境界条件のほかに，
①曲師全体に亘って一定となる単位rp~膜張力
σt : )J莫応力と膜摩を掛けたもの.
②膜面に作用する内圧p:内部空気)王の場合は膜
前i全体に亘って一定となり，静水圧の場合は水
顕位寵から節点までの距離に依存する位寵依存
型荷重となる.
が入力パラメータとして必要になる.これらの条
件を接線糊性法のアルゴリズムに投入して解析を
行えば，非常に高い収束性のもと，曲商法線方向
の不平衡力が収束し，釣合解としての石鹸膜曲面
を得ることができる. しかし，石鹸膜で空気や水
を覆うような曲面を想定した場合，単位相膜張力
に対しである程度以上大きな内圧を入力した場合
には収束解が得られなくなってしまう.すなわち，
圧力と内包体積の関係をプロットした P-V曲娘
に極大値が存在することになり，これを超える解
を求めるには，上記の条件のほかに何らかの幾何
学的拘束条件が必要となる.もちろん，全自出節
点に節点力が作用する石鹸膜曲面解析では通常の
変位制御j去を適用することはできない. したがっ
て，どのような幾何学的拘束条件を入力値として
選択するかがここで問題となる.圧力と体積が仕
事の対であることから，内包体積を入力パラメー
タとして解析した研究仔U13)もあるが，複雑な形状
の曲面で覆われた部分の体積が入力パラメータと
して適当で、あるとは言い難い.
らは文献11)および文献ωIこおいて，この l
V曲線の趣大値を超える大容積石鹸膜曲面の求解
を可能とする増分約櫛法として，内在平均化の考
え方に基づくサイマルコントロール法を提案し，
内部空気圧下における膨張曲面の挙動を追跡して
きた.本制御法では，曲面上の任意の一節点に対
して強制変位を与え，その時に発生する不釣合形
状より算出される「平均換算内圧Jを逐次更新し
ながら載荷することにより，全自由節点の不平衡
力が収束すれば，コントロールポイントの支点反
力もゼロに収束し，問時に平均換算内圧も一定値
に収束する.よって， ["曲面上の任意点の節点位
を定めるJという直感的な入力が可能となる.
また，通常の荷重増分制御法の場合と全く向じ対
称の接線開性マトリックスを使用できることにな
り，増分制御法の違いによらず共通のサブルーチ
ンによってアルゴリズムを構成することができる.
2.4 平均換算内圧
いま，図-2に示すように節点iにm個の要
素が繋がっているとする.要素jの面積ベクトル
を匂とした場合，節点 iが内圧荷重の 1/3を負
担すると考えれば，これに対応する各要素の面積
ベクトルは，次式となる.
Aij = aij/3 (10) 
また，節点iにおける曲面の法線方向余弦ベクト
lレは，
~Aij 
H 前
と表せる.一方，要素jのi端における要素端力
をSijとすれば，これの基準座標系への変換は，
要素jに関する平衡条件マトリックス J討により
次式のように表せる.
??
?
USij = JijSij (12) 
よって点における要素端力の合力は次式とな
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る.
USi = L; USij (l3) 
石鹸膜曲面は曲面の法線方向にしか剛性を持たな
いので，要素端力の合力の法線方向成分を取り出
せば，
Uぢi= HTUsi (14) 
のようになる.ここで，内部から作用する等分布
の圧力(内圧)を pINiとし，これ以外の外部から
作用する圧力(水圧，土!正風在など，位置依存
型の圧力も設定可能)を pEXi(Ui)と表示すること
にすれば，節点 iにおいて満たすべき，曲面法線
方向の釣合条件は，
(戸川一戸山J}ト USi=0 同
となる.ここで，この条件を満たす内庄を節点 i
における換算内圧PCi(i=1 ~n) とすれば，以ドの
ようになる.
、 、 ， ??? ?? ?? 、 (16) PCiお ρlNi m 
L;Aij 
j~1 
内庄平均化サイマルコントロール法による石鹸膜
形態解析の目的解は，全節点における換算内在が
しくなることであるので，変位指iJ御点および出
関上の全自由節点について次式のように平均値を
計算し，
ρAV 子2ρCi
Fι 
。の
これを「平均換算内圧Jとして反復段階ごとに更
新して全節点に再自己分する. したがって，この平
均換算内庄は通常の内在.載荷の場合に比べ，非常
に厳しい条件の追従力荷重となるが，植端に大き
な変位制御増分を与えた場合や，物理的に存悲し
得ないような外部圧力を設定した場合などを除け
ば，着実に収束し，結果として一定の内臣を受け
る釣合的面が得られることになる.
2.5 膜張力平均化サイマルコント口一ル法の
考え方
内庄平均化サイマルコントロール法では，在鹸
膜面に等分布する空気在荷重の作用を前提として
いるため，各節点における換算内圧を平均化して
遂次載荷する考え方を用いている.しかしながら，
石鹸膜本来の物理的性質である「表面張力一定j
の条件を勘案すれば，各反復段階での不釣合形状
より，それぞれの節点における単位!隔膜張力に相
当する物理量(本論文では「換算膜張力jと呼称
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する)を算出し，これを平均化して逐次代入する
ことでも石鹸膜曲屈が得られると考えられる.こ
の方法によれば，内在荷量が等分布していること
が必須条件とはならず¥水圧荷重などの位龍依存
型荷重を前提とした場合でも計算が可能となり，
たとえば，水を覆う石鹸膜曲面が大きな内包体積
を持つような場合も，その形状を追跡することが
できることになる.また，荷重条件(位置依存待
も可)と任意の一点の節点座標を入力し，曲面
形状と同時に単位ijJfi膜張力が出力されることにな
るので，設計計算に用いるための初期張力決定の
プロセスが曲面形状決定のプロセスと開時に進行
する解析流れとなる.本論文では，この考え方に
基づく増分制御法を 1)]英張力平均化サイマルコン
トロール法」と呼ぶことにする.
2.6 平均換算膜張力
式(6)~式(8)によれば要素端力 Sij は単位 1).刷莫張
力σtと総形関係にあるので，式仰)は次のように
き換えることができる.
USi =σtH;rVi 。紛
表これを式(15)の釣合条件式に代入すれば，
IL;Aijl 
Ciサ i(山)とト」J-r;Vi 
のように，この節点に繋がる要素の幾何学的条件
と，圧力の条件に対して釣り合うべき単位i隔膜張
力σtCiが得られ，これを節点 iにおける換算膜張
力とする.また，ここでの圧力条件pi(Ui)は内部
からあるいは外部からといった作用方向を問わず，
さらには位置依存荷重の条件も許容するため，水
を覆う石鹸膜曲面の追跡なども可能となる.
ここで，単位i娼膜張力がi細菌全体に宣って一定
であることを目的解として換算膜張力σtCiを平均
化することになるが，増分毎に単位1I副莫張力をそ
ニタして行った場合，単位1癌膜張力が無限大とな
る点が現れるため，換算膜張力の算術平均をその
まま用いることができない.よって，次式のよう
に換算膜張力 σtCiの逆数の平均値を取ることに
よって，平均換算膜張力σtAVを求め，反復段階
ごとに更新する.
(1め
11;'11;' HiV f.，n.¥ 
Z;727ZE777811 1 側
..，=.~." '.'='Pi(Ui)IL;Aijl 
これによって，内庄平均化サイマルコントロール
法を用いた場合と同様全節点の不平衡力が収束
すれば，コントロールポイントの支点反力もゼロ
関-3 初期形状(お1m世間)
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????
?
?
??
? ?
? ?
?
??
? ? ? ? ? ? ? ? ?
補200
-0.2 0.2 0.6 1.4 1.8 2. 2.6 
i勾{i:jj主主'1(m3) 
図 5 単位幅!淡張力とy、j忽体平氏の関係
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図 6 単位胸膜張力一内包イ材~lrtß*泉状の解の形状とそれぞ
に収束し，コントロールポイントを含む石鹸膜出
面形状とそのときの単位幅膜張力が得られること
になる.
3.数値計算僻
ここでは，静水正が作用する場合の石鹸膜曲面
の解析例を示す.図-3のように，空間内に二つ
の三角形を藍角に繋いだ形の田辺形境界を設定し，
ここにお鹸膜が張られるものとするO 国-4は要
素分割と寸法を示した平面投影図であり，中央点
Pをコントロールポイントとして，膜張力平均化
サイマルコントロール法により石鹸膜曲面形状解
析を行った。このとき，圧力水頭が2mとなるよ
うな内部水圧と開時に，上流側からのみ水圧が作
用するものとし，法線ベクトルが上流方向に成分
を持つ節点にのみ外部からの水圧荷重を作用させ
た。また，外部水庄の水面位置はコントロールポ
イントと向じ高さにあるものとして計算を行・った。
さらに，本解析では，上流側と下流側で非対称な
変形となるので，コントロールポイントにおける
強制変位は，増分段階ごとに常に曲面の面外方向
を向くように与えているO なお，初期単位幅膜張
力を20kN/m，強制変位増分をO.Olm，水の単位
体積重量を9.8貯-l"/rfとした。図… 5に内包体積
単位I1闘莫張力曲線，図-6に曲線上の解を抽出
した Aから Hまでの8つ解の形状(側面図)を
示す.
膜張力サイマルコントロールj去を用いることに
よって，文献は)の手法では不可能であった，静水
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圧条件下で単位1I高膜張力の極小値(解B付近)
を超える解にいたるまでの追跡が可能となった.
また，本解析手法を用いることにより， r水を
覆う」という特殊な条件の下でも，均一な表面張
力を持つ釣合曲面が存在しうることが明らかと
なった.
4.まとめ
本論文では，膜張力平均化の考え方に基づくサ
イマルコントロール法(以下，膜張力平均化手法)
による増分制御手法を提案した.
膜張力平均化手法は，著者らがこれまで提案し
てきた内庄乎均化サイマルコントロール法(以下，
内庄平均化手法)に改良を加えたものであり，反
復ごとに全節点について計算される換算膜張力の
平均値(平均換算膜張力)を遂次更新し収束させ
る手法である.膜張力平均化手法の特徴，改良さ
れた点を以下にまとめる.
1 )等分布内圧荷重の条件下では内圧平均化手法
と膜張力平均化手法は，収束性，精度ともに
く等価な求解性能を持つ.
2 )膜張力平均化手法は コントロールポイント
の節点鹿擦と荷重条件を入力条件とし，解と
して石鹸膜曲面形状とそのときの釣合条件を
満足する単位1I高膜張力(曲面全体に亘って一
定)を得ることになる.
3 )内圧王子均化手法では対応できなかった水圧な
どの位置依存帯重条件下での大容積・大表面
積の石鹸膜曲面形状の解析が，膜張力平均化
手法を用いることにより可能となった.
よって，膜張力平均化手法では，定められた荷重
条件に対する解として得られた単位幅膜張力をそ
のまま原型曲面の初期張力として用いることがで
きるので，設計計算に用いることを前提とすれば，
節点外力を未知数として計算する内庄平均化手法
に比べて，より合理的な解析流れとなる.また，
膜張力平均化手法では，位置依存型荷重への適応
性が格段に向上したため，低平地河川における簡
易f薩やラパーダムの他にも，たとえば，海中に淡
水を備蓄するための膜構造タンク，地球外天体上
で気体を襲う巨大宇宙膜構造としての利用といっ
た，膜構造物の新たな用途，新たな形態の創造と
展開が期待できる.
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